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1 厳密数式処理の限界と近似代数の登場
従来の厳密数式処理は、非常に強力かつ有用で、小・中規模な計算に適用している限り大きな問

題点はないように見える。しかし、応用分野で現れるような大規模な計算に適用してみると、大
きな問題点を抱えていることが解る。筆者らはそれを計算量の限界と計算法の限界と呼ぶ。計算
量の限界とは、計算時間が多すぎたり数式量が大きくなりすぎて、実際的に計算不能に陥ること
である。たとえば、厳密数式処理では整数と有理数以外の数は記号で表すが、そうすると一般の
数はそれらの記号の有理式で表されることになり、数式量が増えるとともに計算に非常に時間が
かかる。計算法の限界とは、算法が融通性に欠けるうえに、時として計算不能な事態に遭遇する
ことである。たとえば、数値積分では被積分関数が解析的でありさえすれば、簡単な算法で答を
10−8 の精度で計算することは容易である。しかし、数式積分は算法が面倒なうえ、被積分関数が
少し変わると全く異なる算法が必要になる。さらに、５次以上の方程式が代数的に不可解なよう
に、問題が少し変わると途端に原理的に計算不能に陥ることがある。

厳密数式処理のもつこれらの限界を打破するには何らかの近似の導入が不可欠であろうと思う。
たとえば、自然現象を記述するには偏微分方程式が多く用いられるが、理想的に単純化された場
合を除き、方程式を厳密に解くのは絶望的に難しい。これに対して、物理学者は各種の近似を導
入し、近似解を求めて自然現象を論じている。Taylor展開や Puiseux展開、Fourier展開などは、
近似の基礎となる一般的方法であるといえる。そして、究極的に柔軟な近似法が数値計算法と言
えるだろう。実際、代数的数を浮動小数で近似するだけで計算は非常に楽になる。

しからば、柔軟な数値計算の手法を数式処理に取り込めば素晴らしい計算法ができるだろう、と
期待される。この考えは誰でも思いつくもので、数式処理が始まって約 10年後の 1960年代末には
その夢が語られている。しかし、その後の 20年間に得られた成果は驚くほど少ない。見るべき成
果は、計算機で計算した膨大な数式を数値計算用のプログラムに変換する際のコード最適化、微
分方程式の数値解法における差分化の自動化、ほか少々である（詳しくは [4, 6, 7]を参照された
い）。なぜ、少しの成果しか得られなかったのか？それは、従来の数式処理が根本的には整数・有
理数の不連続性に基づく厳密計算であるのに、数値計算が根本的には実数・複素数の連続性に基
づく近似計算であり、両者はその根本において決定的に異なっているからである。

この事態を打破したのは 1989年の佐々木・野田の論文 [8]である。この論文において著者らは
１変数多項式の “近似GCD”の概念を提唱し、近似GCDの “近似精度”と近接根の近接度との関
係を論じた。近似GCD計算により通常のGCD計算では得られない近接根の近接度が得られ、さ
らに “近似無平方分解” を実行すれば一定の近接度以下の近接根因子を分離できる。すなわち、近
似GCDの導入により、従来の厳密数式処理では得られなかった有用な情報が得られることを示し
たのである。彼らは多項式にノルムを導入し、微小な “摂動項”のノルムで近似精度を定義したが、
ノルムは連続的に変化しえるし、近似GCD自体が一意的には定まらず、（一定の範囲内で）連続
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的に変動しえるものである。かくして、厳密数式処理で離散的にのみ扱われていたGCDが、連続
的概念である近似GCDにごく自然な形で拡張されたのである。

上記著者らは直ちに近似GCDを多変数多項式に拡張し [14]、それを使ってある種の悪条件連立
代数方程式が良条件化されることを示し、さらに野田は院生とともに有理関数近似の “正規化”に
近似GCDが有用であることを示した [16]。一方、佐々木は、近似GCDにおけるような近似は非
常に多くの代数的演算に成立することを指摘し [1]、摂動項を許容しながら代数的計算を実行する
“近似的代数計算法”を提唱し、ついで多変数多項式を摂動項を許容しつつ因数分解する “近似因
数分解”の算法を考案し [18, 19]、それ以後、共同研究者らと精力的に近似的代数演算の研究を推
し進めた。このような近似的代数演算は一松信教授により “近似代数”と命名された [2]。

日本における上述の研究は当初、意図的に外国には秘密にされた。素晴らしいアイデアなので、
なるべく多くの成果を日本で得ようと考えたからである。しかし、４～５年のうちに外国に洩れ
伝わり、1994年頃から欧米の多くの著名な研究者が近似代数の研究に着手し、近似代数はあっと
いうまに世界の数式処理のホットな研究テーマになったのである。

2 １変数多項式の近似GCD

１変数多項式 P (x) = pnxn + pn−1x
n−1 + · · ·+ p0 に対するノルム ‖P‖ は幾通りも定義できる

が、代表的なものは次の三つである。

‖P‖1
def= |pn|+ |pn−1|+ · · ·+ |p0|,

‖P‖2
def= (|pn|2 + |pn−1|2 + · · ·+ |p0|2)1/2,

‖P‖∞ def= max{|pn|, |pn−1|, · · · , |p0|}.
(1)

本稿では、特に断らないかぎり、‖P‖ は無限大ノルム ‖P‖∞ を表すものとする。
さて、ε は正の微小量を表し、１変数多項式 F (x), G(x) は次の関係式を満たすとする。

{
F (x) = D(x)F̃ (x) + ∆F (x),

G(x) = D(x)G̃(x) + ∆G(x),
max

{‖∆F ‖
‖F‖ ,

‖∆G‖
‖G‖

}
= ε ¿ 1. (2)

このとき D を F と G の精度 ε の近似共通因子という。精度（詳しくいえば近似精度）を固定
したままで因子 D の次数を最大に選ぶとき、D のことを近似GCDという。近似GCDは、非常
に稀な場合（たとえば ε = 0 の場合）には一意的に定まるが、一般にはそうでない。たとえば、ε
がやや緩く設定されていれば、∆D を非常に微小な多項式として、次式が成立する。

{
F = (D + ∆D)F̃ + ∆′

F , ∆′
F = ∆F −∆DF̃ ,

G = (D + ∆D)G̃ + ∆′
G, ∆′

G = ∆G −∆DG̃.

近似 GCD に対する主な問題は、１) 効率よい計算法、２) 近接根と近似 GCDとの関係、３)
近似GCDの次数を固定したときの最小精度とそのときの近似GCD、であろう。第一の問題に対
して佐々木・野田 [8]は Euclidの互助法を用いた算法を提案した。通常の互助法と異なり、近似
GCDの計算では剰余が完全に０にならない時点で剰余列計算を停止しなければならないが、その
ためには剰余をうまく規格化する必要がある。彼らは次の規格化を提案した。多項式剰余列の要素
Pi−1 を Pi で割ったときの商と剰余をそれぞれ Qi, Ri+1 とする（すなわち Pi−1 = QiPi + Ri+1）
とき、剰余列の要素 Pi+1 を次のように規格化する。

Ri+1 = max{1, ‖Qi‖} × Pi+1 (i = 2, 3, . . . , k). (3)
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この規格化を行うとき、上記の問題２)に対する一つの解答として、佐々木・野田は次の興味深い事
を示した：多項式 F (x), G(x) は原点を中心とする半径１程度の円内にすべての根を持ち、いくつ
かの根は近接度 δ で互いに近接しているが、他の根は互いに十分離れているならば、 F (x), G(x)
から生成される剰余列は i = 3, . . . , k に対しては ‖Pi‖ = O(δ0) となり、‖Pk+1‖ = O(δ) となる。
特に、G(x) = dF (x)/dx のときは ‖Pk+1‖ = O(δ2) となる。ただ、残念なことに、佐々木・野田
の理論は近似 GCDの精度に関して数学的厳密さを欠き、数学的厳密さを最重要視する人たちか
らの攻撃にさらされることになった。
なお、１変数多項式のGCDを係数を浮動小数にして高速に計算しようとのアイデアが 1985年、

Schönhage[9]によって提案されていることをコメントしておく。ただし、Schönhageは本来正確
に計算できるGCDを高速に計算するのが目的で、得られた浮動小数係数のGCDを quasi-GCD
と呼んだ。これに対し、佐々木・野田の近似GCD は近似精度０では存在しえない近似共通因子を
も対象にしており、quasi-GCD より広い概念である。
佐々木・野田の近似GCDを数学的に厳密な形で、あるいは各種に拡張した形で研究しようとの

努力が 1993年頃から世界各地で行われるようになった（[4]参照）。そのうち三つを紹介する。第
一は Sederbergら [12]による簡単な拡張である。

＊＊＊ Sederberg らの仕事の紹介 ＊＊＊

第二はCorlessら [10]による最小精度近似GCDの議論である。簡単な例を調べてみるとすぐに
解るが、規格化剰余列により計算した近似GCDは最小精度のものではない。Corlessらは多項式
ノルムとして２乗ノルムを採用し、次のことを証明した。

＊＊＊ Corless らの仕事の紹介 ＊＊＊

近似GCDの計算は、現在のところ効率の面から多項式剰余列に頼らざるをえないが、佐々木・
佐々木 [13]は剰余列に対する明快な関係式を見出した。多項式剰余列 (P1, P2, · · · , Pi, · · ·) の各要
素に対し、AiP1 + BiP2 = Pi を満たす多項式 Ai, Bi を拡張互助法で計算できる。このとき、P1

と P2 は Pi, Pi+1 を用いて次のように表される。

P1 = Bi+1Pi −BiPi+1, P2 = −Ai+1Pi + AiPi+1. (4)

この関係式によれば、剰余列の各要素を max{‖A1‖, ‖Bi‖} = 1 (i=3, . . . , k, k+1) と規格化する
ことにより、剰余列で計算する近似GCD の精度がピタリと定まる。

3 １変数・多変数の近似GCDの応用
佐々木・野田は、1989年の論文において既に近似GCD の重根・近接根問題への応用を論じて

いる。１変数代数方程式を Newton法などで解くと、重根・近接根に対して収束が異常に遅くな
り、得られた結果も精度が非常に悪い（m 重根に対しては有効桁が 1/m に減少する）。これを重
根・近接根問題と呼ぶ。重根の場合は微分を繰り返すことにより単根に落ちるから、実際上は問
題ないが、近接根の場合はそうはいかない。佐々木・野田は近似GCD を使って近接根因子を分離
する算法を与えた。任意の多項式 P (x) は

P (x) = P1(x)P2(x)2 · · ·Pm(x)m, i重根因子はすべて Pi(x)iに含まれる, (5)

と表すことができ、与式 P から P1, P2, . . . , Pm を分離する無平方分解という有名な算法がある。
この分解に必要なのは GCD(P, dP/dx) などのGCD計算である。P が近接根を含んでいる場合
には、GCD演算のかわりに近似GCD演算を用いて

P (x) = P1(x)P2(x)2 · · ·Pm(x)m + ∆P (x), ‖∆P ‖/‖P‖ = ε ¿ 1, (6)
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と分解でき、i 重近接根因子を Pi として分離できる。以下に簡単な例をあげる。

例１（近似無平方分解） 入力：P (x) = (2x2 − 1)(x− 29./41.)(x− 70./99.) の展開形。

• ε = 10−4 での分解：P (x) =⇒ (x− 0.707164833)3 (x + 0.707106719) .

• ε = 10−6 での分解：P (x) =⇒ (x− 0.707094337)2 (x2 − 0.000199 · · ·x− 0.5001 · · ·) .

前章で述べたように、P が近接度 δ の近接根を持つとき、GCD(P, dP/dx) は精度 O(δ2) の近
似GCDを持つ。したがって、近似無平方分解は高い安定性で実行できるのみならず、近接根の近
接度の大雑把な値を与えてくれる。さらに、Pi の i が近接根の “多重度”も与えてくれる。近似
代数演算が厳密代数演算よりも多くの情報を与える典型例と言える。Euclid の互助法による近似
無平方分解の数値的安定性の実験は尾崎・佐々木 [17]により行われた。彼らは根がランダムに分
布する多項式を多数生成して近似無平方分解算法を実験した結果、近接根がある程度クラスター
化していれば、算法は十分安定に働くことを確認している。

佐々木・野田の仕事に関連して、最近、nearest singular 多項式なるものが研究されている [11]。
１変数多項式 P (x) が x = α の近辺に m 個の近接根を持つ場合に、P ′(x) = (x− α)mP̃ (x) なる
多項式で ‖P − P ′‖2 を最小にする多項式を nearest-singular 多項式と呼ぶ。

＊＊ nearest-singular 多項式について ＊＊

１変数近似GCDの面白い応用が野田・宮広 [16]により発表されている。彼らは１変数関数 F (x)
の有理式近似を考えた：F (x) =⇒ N(x)/M(x) . 教科書に記載されている理論は多項式 N と M
が互いに素であることを前提にしている。ところが、近似式を計算する算法を適用すると、N と
M が互いに素でなくなることが多々生じる。N と M が有理数係数ならば共通因子は容易に除け
るし、たとえ除かなくても近似式は有限個の点 (共通因子の零点)をのぞいて F (x) をよく近似す
る。ところが、浮動小数係数の場合、N と M の近似共通零点は微妙にずれて、それらの零点の
近傍で近似式は非常に狭く無限に高いスパイクを持つことになる。N と M の近似共通因子を近
似GCDで除くと、得られた近似式は与えられた区間で F (x) をよく近似するようになる。[4]に
は野田らによる近似GCDの別の応用が記述されている。

近似GCDは多変数多項式に対しても定義できる。越智・佐々木・野田 [14]は多項式剰余列を
利用した多変数近似 GCDの計算法を提案し、それを用いてある種類の悪条件連立代数方程式を
良条件化する方法を示した。簡単のため、次の形の２変数多項式で説明する。

{
F (x, y) = D(x, y)F̃ (x, y) + ∆F (x, y),

G(x, y) = D(x, y)G̃(x, y) + ∆G(x, y),
max

{‖∆F ‖
‖F‖ ,

‖∆G‖
‖G‖

}
= ε ¿ 1. (7)

連立代数方程式 {F = 0, G = 0} は有限個の解を持つとする。F と G の数係数を微小に変えて
得られる連立代数方程式 {DF̃ = 0, DG̃ = 0} は、D = 0 と {F̃ = 0, G̃ = 0} に分解でき、前者
から無限個の解がでてくる。すなわち、上記の形の連立方程式は悪条件であり、数値的に解くの
が非常に難しい。ところで、D は F と G の精度 ε の近似GCD であり、近似GCD 演算により
D と F̃ , G̃ を計算できる。そこで、次の多項式 H を計算する。

H(x, y) = G̃F − F̃G = G̃∆F − F̃∆G. (8)

連立方程式 {F = 0, H = 0} の解が連立方程式 {F = 0, G = 0} の解を全て含むことは容易に解
る。しかも、前者の方程式は、例外的な場合を除き、後者の方程式が有した悪条件性を有しない。
すなわち、悪条件連立代数方程式が良条件に変換されたのである。
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4 多変数多項式の近似因数分解
多変数多項式 F (x, y, . . . , z), G(x, y, . . . , z),H(x, y, . . . , z) が

F (x, y, . . . , z) = G(x, y, . . . , z)H(x, y, . . . , z) + ∆F (x, y, . . . , z), ‖∆F ‖/‖F‖ = ε ¿ 1, (9)

なる関係式を満たすとき、F は精度 ε で G と H に近似因数分解されるという。（近似因数分解
は、１変数に対しては根を一定精度で求めればよいので、考える必要はない。また、整数環 Z上
の近似因数分解も定義できるが、これは難しい。）

近似因数分解の概念自体はおそらく以前にもあったであろうが、どう計算するのか途方にくれ
る。1991年、佐々木は協力者らと以下に述べる二つの算法を考案した [18, 19]。一般性を失うこ
となく、F は x に関してモニック (主係数が１)とし、F (x, 0, . . . , 0) は無平方と仮定する。また、
係数は複素数体Cの要素とする。C上では F (x, 0, . . . , 0) は１次因子に分解できる：

F (x, 0, . . . , 0) = (x− u1) · · · (x− un), ui 6= uj (i 6= j). (10)

（根 u1, . . . , un は数値計算で一定精度まで計算する）。u1, . . . , un からHensel構成により

F (x, y, . . . , z) ≡ (x− φ1(y, . . . , z)) · · · (x− φn(y, . . . , z)) (mod (y, . . . , z)k+1) (11)

を満たす y, . . . , z のべき級数 φ1, . . . , φn を計算できる（k は正整数）。k = tdegy,...,z(F ) とし
（tdeg は全次数を表す）、上記右辺の因子を二つのグループに分ける：Ĝ = (x− φi1) · · · (x− φim),
Ĥ = (x− φim+1) · · · (x− φin), {i1, · · · , in} = {1, · · · , n} . 通常の除算を修正した近似除算を用い
て F を Ĝ で試し割りし、残余のノルムが ε 以下かどうかを調べる（以下だと近似因子である）。
Ĝ としてあらゆる組合せを調べることにより、精度 ε の近似因数分解が求まる。

上記算法は、次数 n が小さければ十分実用的だが、最大 2n−1 個の因子候補をチェックするの
で、n が大きいとき非常に非効率的である。それに対して佐々木らはエレガントな算法を考案し
た。理解の容易さのため２変数多項式で F (x, 0) の根が正確に求まる例を選んで説明する。

例２（第二算法による因数分解）：F (x, y) = x4 + (y − 2)x3 − (y + 1)x2 + (y2 + 2)x− y .

• F (x, 0) の因数分解：F (x, 0) = (x− 0) (x− 1) (x− 2) (x + 1) .

• Hensel構成：





F1 = (x− 0) −y/2 −y2/8 −y3/16 −5y4/128 + · · · ,
F2 = (x− 1) +y/2 −y2/8 −0 +y4/128 + · · · ,
F3 = (x− 2) +y/2 +y2/8 +y3/16 +5y4/128 + · · · ,
F4 = (x + 1) +y/2 +y2/8 +0 −y4/128 + · · · .

• y の２次以上の係数ベクトルの線形従属性：F1, F3 および F2, F4 がそれぞれ線形従属。
以上より、因子として F1F3 = x2 − 2x + y, F2F4 = x2 + yx− 1 が得られる。

この例が示すように、上記の Ĝ が F の多項式因子ならば、Tj
def= φj

i1
+ · · · + φj

im
, (j =

1, 2, . . . , m)は多項式となる。逆に、べき級数根の j乗和 Tj を作り、Tj の高次項が j = 1, 2, . . . , m
について０となるなら Tj は F の多項式因子となる。高次項が０となる根の組合せはべき級数根
の j乗の高次項の係数行列にGaussの消去法を適用することで計算できる。

近似因数分解の場合は係数行列の要素は浮動小数であり、計算すべきは行ベクトルの近似線形
従属関係である。長坂・佐々木 [20]は、佐々木らのアルゴリズムのいくつかの欠点を補完・改良す
るとともに、計算量を解析した。その結果、数係数の演算の計算量を O(1) とするとき、上記第二
算法の計算量は入力多項式の次数 n について多項式時間であることを示した。上記第二算法はエ
レガントで、第一算法に比べて漸近的にははるかに効率的であるが、n = 10 程度でも計算に大変
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時間がかかり、アルゴリズムの改善が是非必要である。最近、Galligo・Watt[22]は上記第一算法
の改善策を発表している。べき級数根 φ1, . . . , φn のうち互いに共役なものはすぐに分るので、そ
の情報やさらなる情報を使ってチェックすべき組合せの個数を減らそうというのである。
上記第二算法の要点は、根の対称式 S1 = φ1 + · · ·+ φm, · · · , Sm = φ1 · · · φm が y, . . . , z の

多項式になる組合せを、根のべき乗和 T1 = φ1 + · · ·+ φm, · · · , Tm = φm
1 + · · ·+ φm

m の高次項
を線形演算で調べることにより、決定するものである。この論法は、C上の近似因数分解に限ら
ず、多くの係数体上での厳密因数分解にも使えるものである。佐々木・佐々木 [21]はこの考えに
基づき、代数拡大体上の多変数多項式、代数関数体上のモニックな多変数多項式、などの統一的
因数分解法を発表している。
たとえば系が代数方程式で記述され、二つの系が小さな摂動項を通じて相互作用している場合、

厳密因数分解ではこれらの系を分離できないが、近似因数分解では分離でき、摂動項の大きさま
で分る。このように、近似因数分解は厳密因数分解が成しえない演算を行なうことができるので、
今後、各種の応用がなされると思う。現在のところ、応用として多変数多項式の絶対既約性判定
が研究されているので、それを説明する。多変数多項式がC上で既約なとき絶対既約というが、
これを厳密計算で判定するのは大変である。佐々木ら [18]は、近似因数分解を使えば、絶対既約
であることだけは容易に判定できることを指摘した。C上で可約ならば、本章の冒頭に述べた関
係式において ∆F = 0 となるから、∆F 6= 0 であることが検出されれば絶対既約であると言える。
最近、この方法の効率化がGalligo・Watt[22]により発表されている。

5 近似Puiseux級数展開
唐突だが、多変数多項式のHensel構成から話を始める。多項式 F (x, y, . . . , z) はモニックかつ

無平方で、F (x, 0, . . . , 0) も無平方とする（これらの条件を課しても一般性を失わない）。互いに
素な１変数多項式 G(0)(x),H(0)(x) に対して

F (x, y, . . . , z) ≡ G(0)(x)H(0)(x) (mod (y, . . . , z)) (12)

が成立するとき、任意の正整数 k に対して次式を満たす多変数多項式 G(k),H(k) が存在する。

F (x, y, . . . , z) ≡ G(k)(x, y, . . . , z)H(k)(x, y, . . . , z) (mod (y, . . . , z)k+1) (13)

G(k),H(k) を k = 1 ⇒ 2 ⇒ 3 · · · と順に計算する算法の一つが有名な (一般化された)Hensel構
成である。Hensel構成は F (x, 0, . . . , 0) = xn となる場合には破綻するが、佐々木・加古 [23]は
Hensel構成を拡張することにより、この場合にも上記と同様のことができるようにした。
まず、２変数の場合を説明する。最初に、Newton多項式を定義する。F (x, y)の各単項式 c xayb,

c ∈ C, の指数部 (a, b) を２次元平面上にプロットすると、F がモニックと仮定したから頭項 xn

は (n, 0) にプロットされる。この点を通る直線で、F の頭項以外のどれかの単項式に対応する点
を通り、しかもあらゆる単項式に対応する点はこの直線より下にはプロットされない、そのよう
な直線がただ一つ定まる。この直線を L とする。L 上にプロットされるあらゆる単項式の和を F
のNewton多項式と呼び、FN (x, y) と表す。L の傾きを −γ とすると、FN (x, y) は x と yγ の同
次式となる。FN (x, y) はC上では互いに素な２個以上の因子に分解できる：

FN (x, y) = (x− u1y
γ)n1 · · · (x− umyγ)nm , u1, . . . , um ∈ C. (14)

（この分解は近似的には FN (x, 1)の数値根 u1, . . . , um を用いて容易に計算できる）。通常のHensel
構成は、法を S = (y)とし、(y) ⇒ (y)2 ⇒ (y)3 ⇒ · · ·とあげていく。これに対し、佐々木・加古は
F (x, y) ≡ FN (x, y) (mod (x, yγ)n+1) に注目し、法を S = (x, yγ) として、Sn+1 ⇒ Sn+2 ⇒ · · ·
とあげることを提案した。このとき、任意の正整数 k に対し

F (x, y) ≡ G
(k)
1 (x, y) · · · G(k)

m (x, y) (mod Sn+k+1) (15)
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を満たす G
(k)
1 , . . . , G

(k)
m を計算する算法を考案し、拡張されたHensel構成と名付けた。

上記算法を繰り返し適用すると、F (x, y) は x の１次因子に分解できる。

F (x, y) = (x− φ1(y)) · · · (x− φn(y)). (16)

上述の説明から解るように、φi(y) は y の分数べき級数、すなわち Puiseux級数となる。Puiseux
展開に関しては、Newton-Puiseux法と呼ばれる有名な方法があり、大抵の教科書に載っている。
その方法は、次々と代数的数を導入しながら厳密に計算を進めるのだが、大変な計算量となる。
試みに、ある院生がその方法を浮動小数で実行してみたところ、とんでもない結果が得られた。
Puiseux級数は F (x, y) の根を特異点で級数展開したものだが、浮動小数による近似計算では、特
異点のすぐ近傍の通常点でのTaylor展開になってしまったのである。すなわち、Newton-Puiseux
法は近似計算では非常に不安定な方法なのである。一方、佐々木・加古法は数値的に非常に安定
な方法であるのみならず、非常に効率的な方法でもある。

佐々木・加古は上記の算法を多変数 F (x, y, . . . , z) の場合に拡張している。ただし、多変数の場
合には、Puiseux級数に対応する級数展開は一意的ではなく、佐々木・加古は従変数 y, . . . , z に全
次数変数 t を導入し、t に関する分数べき級数に展開する方法を与えた。主変数 x と全次数変数
t に関する指数の組から、２変数の場合と同様、Newton多項式 FN (x, ty, . . . , tz) を一意的に定義
できる。FN は一般には２変数の場合のようには因数分解できないが、代数関数を導入するなら
ば、互いに素な因子の積に形式的に分解できる：

FN (x, ty, . . . , tz) = (x− tγu1(y, . . . , z))n1 · · · (x− tγum(y, . . . , z))nm . (17)

ここで、u1, . . . , um は y, . . . , z の代数関数である。２変数の場合と同様、

F (x, ty, . . . , tz) ≡ G
(k)
1 (x, ty, . . . , tz) · · · G(k)

m (x, ty, . . . , tz) (mod (x, tγ)n+k+1) (18)

を満たす φ1, . . . , φm を代数関数 u1, . . . , um を用いて構成することができる。

近似 Puiseux級数展開は厳密 Puiseux級数展開に比べて圧倒的に高速なので、今後、多くの演
算で利用されると期待されるが、今のところ、椎原・佐々木 [24]によりRiemann面決定への応用
が唯一である。F (x, y) = 0 の根として定まる代数関数 x = φ(y) の Riemann面を決定するには、
各分岐点で代数関数を Puiseux級数展開し（n 個の分枝がある）、分岐点間でこれらの分枝のどれ
とどれが繋がっているかを決定すればよい。椎原・佐々木は、１変数代数方程式の誤差上界で有名
な Smithの定理を使うことにより、分枝どうしの繋がりを効率よく決定する方法を考案した。近
似演算を使いながらも、数学的に厳密な結果を導けるのが面白い。

6 近似的代数計算の誤差について
数値計算では昔から誤差の重要性が認識され、計算過程で発生する誤差の大きさと伝搬を研究

する誤差解析なる言葉が生まれ、また悪条件問題の存在が明らかになった。近似的代数計算にお
いても誤差解析は非常に重要な研究対象であるが、研究は始まったばかりである。

浮動小数を用いた計算の誤差については、１) 丸め誤差の集積、２) 桁落ち（上位 k ビットが
一致する数を引くと答の有効桁数が k ビット減少する）、３) 情報落ち（無限べき級数を有限項で
打ち切る場合のように、本来あるべき情報が欠落する）、の３種が重要である。丸め誤差について
は、地道に誤差上界を決めるのが正当的方法であろうし、また、入力における誤差をパラメータ
とみなしてパラメータに関する微分により出力における誤差 (上限ではない)を見積もるのも一法
であろう。桁落ちは、たった一度の加減算で誤差が千倍にも百万倍にも大きくなりえるので、非
常に危険である。本稿では桁落ちを考える。
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一番激しい桁落ちは、正確な計算では等しくなるはずの二数による桁落ちである。これら二数
は、一般に別のルートで計算されていて異なる誤差を含んでいるので、引くと答は意味のない数
となる。計算に重要な役割を演じる項にこのような桁落ちが起きれば、以後の計算は全く意味の
ないものになってしまう。たとえば、除算においては除多項式の主項が決定的役割を演じるから、
多項式剰余列において非常に小さい係数の主項が現れることは大きな問題である。現在のところ、
この問題への対策は二通りのものがある。第一は白柳・Sweedlerの安定化法（[5]参照）であり、
第二は微小項が結果式に及ぼす意味を明らかにしていくことである。
第一の白柳・Sweedlerの安定化法はこうである。対象は浮動小数係数の多項式・有理式であり、

演算は有理演算であると仮定する。係数を区関数で表し、係数に関して区間算術で計算を進める。
このとき、もしも二数の差 (和) が正確に計算すれば０になる場合、区間数での計算結果は０を含
む区間になる。正確に計算すれば０にならない場合にも、いくつかの係数は０を含む区間になる
ことがあるが、計算精度を上げればいつかは０を含まない区間になる（区間幅の増大は精度には
無関係である）。したがって、０を含む区間を０とおいて（その項を捨てて）計算を進めるのであ
る。こうすると、誤差のみからなる項（本来は０になるべき項）は捨てられるので、全く誤った
結果に導くことはなくなる。もちろん、本来は０にならない項を０とする危険性は残るが、それ
は計算精度を上げていけばいつかは消える。一方、第二の方法とは、たとえば多項式剰余列で近
似GCDを計算する場合、除多項式の微小主項を０とおいて計算を進めると、得られる近似GCD
がどう変動するかを明らかにし、ある精度の近似GCDの計算においては、どの程度の微小主項な
ら無視してよいかを明らかにすることである。
白柳・Sweedlerの安定化法は、入力が厳密に正しく、無限精度で実行すれば厳密に正しい結果

が得られる場合にのみ適用できる。しかし、どれくらい精度を上げれば（係数部の誤差を除いて）
正しい答に到達するのかが未解決である。実際、０ではないが任意に小さくなる項が計算途中に
現れるよう入力式を細工できることを考えれば、この問題に答えるのは至難である。一方、第二
の方法は、実験式などのように入力式に誤差が含まれる場合にも適用可能であり、計算法として
ははるかに望ましいものである。しかし、誤差項が結果式に及ぼす効果を一般的に論じることは
非常に難しく、個々の演算毎に個別に論じる必要がある。

7 桁落ちをモニタできる浮動小数システム
前章に述べた三つの誤差のうち、近似的代数計算で最も恐ろしいのは桁落ちである。数値解析

での経験によれば、桁落ちは計算過程を丁寧に解析することで大体予言できる。しかし、そのた
めには個々の演算を各種の場合に詳細に解析する必要があり、解析結果を取り込んだプログラムも
複雑にならざるをえない。さらに、近似的代数計算では、どうして桁落ちが生じるのか理解でき
ないような形で大きな桁落ちが発生することがある。たとえば、剰余列算法による多変数多項式
の終結式計算がそうである（[26]参照）。したがって、少なくとも当分の間は、桁落ちをモニター
できる浮動小数システムが是非必要である。
加古・佐々木 [25]は桁落ちをモニターできる浮動小数を考案し、NSL(Nara Standard Lisp)上

に実現し、NSL上の国産数式処理システムGALに桁落ち対策用のいくつかの機能を組み込んだ。
加古・佐々木のアイデアは以下のように簡単なものである。まず、浮動小数 f を二つの浮動小数
の組 (f, e)A に拡張する。ここで、e は桁落ち誤差を表し、添字 A は絶対誤差表示を意味する。e
には初期値として f に含まれる誤差を与える。たとえば、f が整数や有理数を浮動小数近似した
ものであれば e = |f | × εM とする（εM はマシンイプシロン）。次に、それぞれ誤差 ea, eb を持つ
浮動小数 fa, fb の加減乗除を以下の算術公式で実行する。

(fa, ea)A + (fb, eb)A ⇒ (fa + fb, max{ea, eb})A,

(fa, ea)A − (fb, eb)A ⇒ (fa − fb, max{ea, eb})A,

(fa, ea)A × (fb, eb)A ⇒ (fa × fb, max{|fbea|, |faeb|})A,
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(fa, ea)A ÷ (fb, eb)A ⇒ (fa ÷ fb, max{|ea/fb|, |faeb/f2
b |})A.

積と商の算術公式は (f, e)A ⇐⇒ (f, e/|f |)R で定義される相対誤差表現で表すと次式となる。

(fa, ra)R × (fb, rb)R ⇒ (fa × fb,max{ra, rb})R,

(fa, ra)R ÷ (fb, rb)R ⇒ (fa ÷ fb,max{ra, rb})R.

これらの算術公式は以下のように解釈できる。二数 fa, fb の和と差では、両者のいずれかに絶対
誤差 max{ea, eb} が入っており、丸め誤差を無視すれば、この誤差は演算後にもそのまま継承さ
れる。同様に、二数 fa, fb の積と商では、両者のいずれかに相対誤差 max{ea, eb} が入っており、
この誤差は演算後にも継承される。誤差項の計算には丸めの影響が考慮されていないから、上述
の算術式は桁落ちのみを大雑把に検出するものであると言える。
上述の拡張浮動小数を加古・佐々木は有効浮動小数 ( effective floating-point number )と名付

けたが、区間数の算術公式と比較すると面白い。中央値が c で絶対区間幅が w の区間数を [c, w]A
と表し、相対区間幅にした表現を [c, w]R と表す：[c, w]A ⇐⇒ [c, w/|c|]R . このとき、区間数の算
術公式は以下となる（“'”は O((wx/cx)2) の項を無視することを意味する）。

[ca, wa]A + [cb, wb]A = [ca + cb, wa + wb]A,

[ca, wa]A − [cb, wb]A = [ca − cb, wa + wb]A,

[ca, ra]R × [cb, rb]R ' [ca × cb, ra + rb]R,

[ca, ra]R ÷ [cb, rb]R ' [ca ÷ cb, ra + rb]R.

区間数は誤差を最大限に見積もり、有効浮動小数は誤差を最小限に見積もっていることが分ろう。
有効浮動小数は多くの演算でテストされたが、大抵の場合に誤差項は実際の誤差をかなりよく見
積もっていることが確認された。しかし、同じ数を何度も加える場合には、誤差を過小評価する
ことが分っており、まだ改善の余地があると言える。

8 近似Hensel構成の桁落ち誤差解析
近似的代数算法の誤差解析は始まったばかりで、現在までの代表的成果は１) 佐々木・佐々木：

近接根をもつ１変数多項式の剰余列の桁落ち解析 [27]、２) 佐々木・北本・加古：記号Newton法
による多変数代数方程式のべき級数解の桁落ち解析 [28]、３) 佐々木・山口：特異点近傍での多変
数Hensel構成における桁落ち解析 [29]、の三つであろう。本章では、これらのうち第３のものを
取り上げ、近似的代数算法では凄まじい桁落ちが起こりえることを示す。
多変数 Hensel構成は５章で説明したが、そこでは展開点を原点 (y, . . . , z) = (0, . . . , 0) に選

んだ。因数分解などでは展開点を都合のよいように選ぶが、一般には展開点はユーザが決めるも
のである。本章では、与式 F (x, y, . . . , z) は原点に特異点を持つとし、展開点を原点の δ-近傍
(y, . . . , z) = (δy, . . . , δz), (δ2

y + · · · + δ2
z)

1/2 = δ ¿ 1, に選ぶ。さて、１変数多項式 G(0),H(0) は
互いに素で、F (x, δy, . . . , δz) = G(0)(x)H(0)(x) を満たすとする。仮定より、G(0),H(0) は近接度
O(δ) の近接根を持つ。Hensel構成では次式を満たす１変数多項式 Ai(x), Bi(x) が決定的役割を
演じる。

Ai(x)G(0)(x) + Bi(x)H(0)(x) = xi (i = 0, 1, . . . , tdegy,...,z(F )). (19)

G(0),H(0) が近接根を持つため、Ai, Bi の数係数は一般に δ の負べき依存性を持つ。佐々木・山
口はこの負べき依存性を丁寧に調べ、例外的場合を除き、Ai, Bi を計算する際に δ の負べきに比
例する桁落ちが発生することを示した。次に、F (x, y, . . . , z) =

∑n
i=0 Fi(y, . . . , z)xi とするとき、

Hensel構成中に (Fi1Ai1) (Fj1Bj1) · · · (FilAil) (Fjl
Bjl

) の形の多項式積が多数現れる。彼らはこ
れらの積の δ 依存性を丹念に調べ、次の結論を得た。展開点を特異点 (y, . . . , z) = (0, . . . , 0) に選
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び、５章に述べた方法で分解 F (x, y, . . . , z) = GS(x, y, . . . , z)HS(x, y, . . . , z) を行なうとき、GS

と HS が y, . . . , z の全次数 t に関して分数べきとなる場合（２変数の場合には Puiseux級数とな
る）を分岐するといい、t に関して整数べきとなる場合（２変数の場合にはTaylor級数となる）を
交差するという。分岐する場合には O(δ−γk) の桁落ちが発生し、交差する場合には O(δ−(γ+1)k)
の桁落ちが発生する。ここで、γ は特異点の “特異度”できまる非負有理数である。 すなわち、
Hensel構成を高次まで行なえば行なうほど、展開次数に比例した桁数の誤差が発生するのである。
佐々木・山口は γ の値を理論的に導き、いくつかの実験例により理論どおりの桁落ちが発生する
ことを確認している。以下に彼らの実験例の一つを示す。

例３（Hensel構成での桁落ち） F (x, u) = x4 − ux3 − 4u2x2 + 4u2x + 3u3 − u2 .

• 理論： 展開点は u = 0.001 とする（δ = 10−3）。分岐の場合は ‖G(k)‖ = O(δ−k) となり、
桁落ちは生じない。交差の場合は ‖G(k)‖ = O(δ0) となり、O(δ−k) の桁落ちが生じる。

• 実験： Errmax(G(k)) は G(k) の係数中の最大相対誤差を表す（初期相対誤差 = 10−15）。
左表：分岐の場合、右表：交差の場合。右表の k ≥ 7 では有効桁数が０になった。

k Errmax(G(k)) coefficient(xvk)
1 1.01× 10−15 (+1.52− 1.57 i )× 101

2 2.98× 10−14 (−3.95 + 3.97 i )× 103

3 9.46× 10−14 (+1.97− 1.97 i )× 106

4 1.32× 10−13 (−1.23 + 1.23 i )× 109

5 1.39× 10−13 (+8.64− 8.65 i )× 1011

6 1.39× 10−13 (−6.48 + 6.48 i )× 1014

7 1.66× 10−13 (+5.09− 5.09 i )× 1017

8 1.96× 10−13 (−4.14 + 4.14 i )× 1020

k Errmax(G(k)) coefficient(xvk)
1 2.67× 10−15 +1.50× 100

2 6.78× 10−13 +2.96× 100

3 1.03× 10−10 +9.71× 100

4 1.44× 10−8 +3.46× 101

5 2.57× 10−6 +9.75× 101

6 2.16× 10−3 +5.81× 101

7 2.58× 10−2 −2.42× 103

8 8.20× 10−2 +3.82× 105

しかしながら、佐々木・山口の理論は Cauchy-Hadamardの定理を用いたもので、個々のどの項
どうしがキャンセルするのかを解明したものではない。また、展開点を特異点近傍に限った話で
ある。桁落ちだけに限っても、未解明の点は余りにも多いのである。

9 大きな誤差項をもつ実多項式の実根数
近似代数では入力に摂動項を許容し、出力にも摂動項を許容して代数演算を実行するとした。し

かし、近似GCDや近似因数分解では、入力における摂動項はマシンイプシロン程度で、出力にお
ける摂動項に比べて無視できるほど小さい、と暗に仮定してきた。その意味で、入力における摂
動項を正面から取り上げた議論はほとんどなされていないのが実情である。唯一の例外ともいえ
るのが、本章に述べる照井・佐々木 [30]の最近の仕事である。照井・佐々木は、１変数実多項式
の入力に大きな誤差項が含まれている場合に、それが実根の個数にどう影響するかを論じた。近
似的代数計算の今後の研究の方向を示す論文なので、最後にこれを取り上げる。

大きな誤差項 ∆(x) を持つ１変数実多項式 P̃ (x) を考える。
{

P̃ (x) = P (x) + ∆(x), deg(P̃ ) = deg(P ) = n,

∆(x) = dn−1x
n−1 + · · ·+ d0x

0, |di| ≤ δi ¿ 1.
(20)

すなわち、P̃ (x) は未知だが P (x) は既知で、誤差項の各係数の絶対値の上限は分っているとする。
P̃ の実根数を考えよう。P が実重根・近接根を持つ場合には、P の係数の微小な変動も P̃ の実
根数を変える可能性が高いが、P が単根しか持たぬ場合には、係数が少々変動しても P̃ の実根数
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は不変であろう。では、P̃ の実根数を変えない範囲で P の係数はどの程度まで変動しえるのか？
この問題に対して照井・佐々木は次の解答を与えた。P̃ の終結式 res(P̃ , dP̃ /dx) が ∆ の変動に
対して０にならなければ、P̃ の実根数は不変である。
次に、実根数を計算するために Sturm列 (符合を逆転させた多項式剰余列)の計算を考えよう。

P の係数は浮動小数で与えられていると考えるのが当然だから、Sturm列を計算するとき、主係
数が異常に小さい剰余 Pi が現れることがある：Pi(x) = εmxm + cm−1x

m−1 + · · ·+ c0, |εm| ¿ 1.
この場合、εm は正しくは０かも知れぬし、０でないとしても、Pi で Pi−1 を割れば以後の剰余列
には大きな桁落ちが発生する。さて、どうしたものか？ この問題に対して、照井・佐々木は次の
解答を与えた。Pi の終結式 res(Pi, dPi/dx) が εm を連続的に０にする変動に対して０にならな
ければ、微小主項 εmxm を０として Sturm列を計算してよい。
以上より、問題は “終結式が与式の係数の微小変動に対してどう変動するか” に帰着された。照

井・佐々木は、１) 与式の係数を区間数で表現して誤差上界を決める方法は、一回の剰余計算あた
り区間幅が約 24 倍も増大して全く実用にならない、２) 終結式の行列式表現にHadamardの不等
式を適用して誤差上界を決める方法は、誤差上界が余りに過大評価されて意味をなさない、３) 数
値計算で感度解析に用いられる方法 (以下に述べる)は実用的に使える、との結論を得ている。以
下、第三の方法を簡単に説明する。
終結式計算は、簡単な変形で係数に関する線形方程式に変換できる：

(A + ∆A)(x + ∆x) = b + ∆b. (21)

ここで、A と b は与式の数係数から作られる行列とベクトルで、未知ベクトル x は Ax = b を
満たし、∆A と ∆b は未知の誤差項を表す。問題は解ベクトルの誤差項 ∆x の上限であるが、こ
れについては数値解析で見事な理論が作られており、それによれば次の不等式が得られる。

‖∆x‖
‖x‖+ ‖∆x‖ ≤ ‖A‖ ‖A−1‖

{‖∆A‖
‖A‖ +

‖∆b‖
‖b‖

}
. (22)

ここで、‖A‖ と ‖b‖ はそれぞれ行列とベクトルに対するノルムである。この上限評価はおそらく
現時点でベストのものであろう。
照井・佐々木はさらに、数値解析で名高い Smithの定理を用いて、P (x) が実重根・近接根を

持つ場合の扱いと、大きな誤差項をもつ多項式の根の存在領域の決め方を論じている。いずれも、
数値解析の成果を活かした研究で、今後の大進展を予感させる仕事である。

10 おわりに
以上、近似的代数算法について、これまでの研究成果を総花的に解説してきた（筆者らの仕事

の解説に大部偏ったが…）。これを見ると、近似代数の研究が非常に活発に行なわれており、なか
んずく日本が非常に重要な寄与をしていることが分るだろう。しかしながら、研究はほんの序の
口である。これまで扱われた演算自体が限られたものであるし、誤差解析にはやっと手をつけ始
めたばかりのところである。さらに、近似代数の応用もほんの少ししか研究されていない（本稿
では割愛したが、近似代数の制御工学への応用が北本卓也氏により活発に研究されている）。これ
らの事を考慮すると、近似代数が豊富な内容を有していることが分るだろう。
筆者の一人 (佐々木)は 1996年秋の京都大学・数理解析研究所での研究集会で、ノセテダマス

の大予言と題して「今後５年以内に近似代数は世界の数式処理研究の主流になり、有効浮動小数
は世界に広まるであろう。もしもこの予言がはずれたら、頭を丸めてボウズになる」と予想した。
５年を経ずして第一の予想は的中したと言えるが、第二の予想に関しては現状は厳しいと言わざ
るをえない。しかし、近似代数の概念を提唱したこと、近似因数分解算法や近似的代数算法の誤
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差解析などを次々と発表して、世界的に研究を先導していること、さらに桁落ちがモニターでき
る浮動小数を考案しインプリメントして、近似代数の研究を総合的・実証的に推進していること、
を日本は大いに誇ってよいと思う。

最後に、数式処理学会 名誉会長 一松信先生には近似代数の成長を全面的に御支援頂いたことに
対し、由緒ある数値解析シンポジウム 設立者 平野菅保先生には近似代数の概念を形成するに到っ
た幾多の議論に対して、また、愛媛大学・野田松太郎氏と NTTコミュニケーション研究所・白柳
潔氏に対しては各種の近似的代数算法に関する討論に対して、深い感謝の意を表します。
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